Come forth into the light of things,
Let nature be your teacher.
(W. Wordsworth)

Introduzione

Con un’immagine, assai suggestiva, ¢ stato detto: Mathematics is the ‘lens through which
to view the universe’.

Queste note, motivate dalla necessita di fornire materiale di riferimento ai miei studenti
di Biomatematica, hanno la presunzione di voler fornire un’ulteriore giustificazione a tale
affermazione.

L’universo considerato ¢ quello del vivente, ossia I'oggetto di studio delle scienze ambientali,
biologiche, biochimiche, mediche, eccetera.

In tali contesti, la matematica ¢ da sempre considerata un valido strumento per quantificare
e razionalizzare nozioni e ipotesi formulate sulla base di osservazioni sperimentali.

Da alcuni anni, comunque, anche nello studio del vivente, come peraltro da sempre nel
campo della fisica e dell’ingegneria, si assiste ad un utilizzo di tipo nuovo dello strumento
matematico.

Attraverso la costruzione di modelli, la matematica, pur mantenendo le sue funzioni tradi-
zionali, va assumendo sempre piu anche le caratteristiche di uno strumento investigativo.

Schematicamente, il fenomeno reale che si vuole indagare viene rappresentato da quantita
tipiche della matematica: funzioni, equazioni. .., che vengono relazionate tra di loro sulla base
delle nozioni e ipotesi biologiche, chimiche. .., note per tale fenomeno.

In questa maniera la realta diventa un modello matematico, con il (possibile) vantaggio di
utilizzare, per continuare I'indagine, gli strumenti astratti della matematica.

Mentre lo studio e la risoluzione del modello matematico sono di competenza del ‘mate-
matico di professione’, la costruzione e I'interpretazione dei risultati ottenuti devono essere il
risultato di un’interazione tra matematico e ‘specialista’ (chimico, biochimico, medico...) del
mondo reale.

L’utilizzo della matematica come strumento di indagine ¢ un tipico esempio di indagine
multidisciplinare.

Lo scopo principale di queste note & quello di mostrare che tale lavoro di collaborazione
tra cultori di discipline diverse puo essere di vantaggio sia per il matematico, che puo trovare
nuovi campi affascinanti e stimolanti per le sue ricerche, che per I’applicativo, che puo scoprire
che la matematica, oltre che un alfabeto scientifico, € un interessante strumento di indagine.

E’ inutile dire che il contenuto delle note € ben lungi dall’esaurire tutte le possibili interazioni
tra la matematica e le scienze del vivente. Si ¢ fatta una scelta, cercando di ottemperare a
diverse esigenze. In particolare, sono state favorite alcune delle applicazioni piu recenti e quelle
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che prospettano, allo stato attuale della ricerca, problematiche matematiche piu interessanti
e/o possibilita di collaborazione interdisciplinare pitt promettenti.

Tra tutte le scienze biologiche, la fisiologia ¢ sicuramente quella per la quale la matematica
ha giocato un ruolo piu importante, anche se, per vari motivi, i rapporti tra la matematica e
la fisiologia non sono tuttora facili. L’obiettivo del primo capitolo ¢ di fornire un contributo,
mediante lo studio di alcuni importanti sistemi fisiologici, a mostrare che times are chan-
ging, cercando di rendere, con un’opportuna impostazione, i problemi interessanti sia ad un
matematico che ad un fisiologo.

Oggetto del secondo capitolo sono le interazioni tra la matematica e la biologia molecolare.
La biologia molecolare rappresenta una delle maggiori sintesi intellettuali del ventesimo secolo.
Nata dalla fusione delle due discipline tradizionali della genetica e della biochimica, & diven-
tata uno strumento di indagine, in grado, virtualmente, di affrontare e risolvere i maggiori
problemi della biologia e della medicina. Inoltre, ha dato origine a un insieme di tecniche
estremamente efficaci sia nella ricerca di base che nella ingegneria biologica. La disponibilita
di tali tecniche ha permesso ai biologi molecolari di assemblare una grande quantita di dati
riguardanti la struttura e la funzione dei geni e delle proteine, rendendo possibile I'impresa di
una catalogazione virtuale di tutti i geni e di tutte le strutture delle proteine di base, nonché
della loro funzionalita. In questa impresa la matematica e la ‘computer science’ hanno assunto
un ruolo sempre piu importante: nell’organizzazione, interpretazione e programmazione delle
informazioni sperimentali. In particolare, la matematica ¢ destinata ad avere nella biologia un
ruolo analogo a quello che ha avuto nel passato, anche se in forme differenti, per lo sviluppo
della fisica e delle applicazioni di tipo ingegneristico.

Il terzo capitolo fornisce un’introduzione elementare alla teoria matematica del controllo
ottimo (optimal control theory, dynamic optimization). Tale teoria, che affonda le proprie radici
nel calcolo delle variazioni (minimizzazione di funzionali), ¢, da tempo, alla base di tecnologie
importanti e ben note nel campo dell’ingegneria. Piu recenti, invece, sono le sue applicazioni
nel campo della biologia. In maniera sommaria, i contributi principali della teoria riguardano
I'interpretazione del comportamento dei sistemi fisiologici che si autoregolano (omeostasi),
la programmazione ottimale di terapie, il controllo della diffusione di malattie, il controllo
ottimale delle risorse.... Alcune di tali applicazioni vengono illustrate come esemplificazione
dei risultati matematici.

I recenti progressi nella tecnologia delle immagini: computed tomography, magnetic reso-
nance imaging, magnetic resonance spectroscopy, single photon emission computed tomogra-
phy, positron emission tomography, ultrasonics, electrical source imaging, electrical impedance
tomography, magnetic source imaging, medical optical imaging, permettono la valutazione dei
processi biologici e degli eventi nel momento stesso in cui essi avvengono in ‘vivo’. Tali innova-
zioni, pur basate su principi fisici differenti, hanno come comune filo conduttore il paradigma
della ricostruzione da misure indirette. Il passaggio dalle immagini ‘misurate’ alle quantita di
interesse ¢ un problema inverso che puo essere affrontato mediante opportune tecniche mate-
matiche. Con lo sviluppo della tomografia computerizzata, nei primi anni ’70, la matematica
¢ diventata parte integrante nello studio delle immagini biomediche dinamiche fornendo il
supporto necessario, con metodi numerici e algoritmi, per un utilizzo affidabile delle varie tec-
niche. Nella prima parte del quarto capitolo si evidenziano, per alcune delle piu note tecniche
di immagini, i corrispondenti contributi, attuali o ‘desiderati’, della matematica. Si tratta di
argomenti in larga parte ancora oggetto di ricerca, ma sicuramente di estremo interesse sia
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pratico che teorico. La seconda parte ¢ dedicata all’introduzione delle Wawvelet, una tecnica
matematica ‘innovativa’, alternativa e/o complementare alla classica analisi di Fourier.

La bellezza delle forme in natura e la varieta delle configurazioni (shapes), strutture, model-
li (patterns) degli esseri viventi sono, oltre che fonte continua di ammirazione e di meraviglia,
oggetto e stimolo per interessanti indagini scientifiche. Una panoramica di tali ricerche ¢
contenuta nel quinto capitolo.

Nel sesto capitolo vengono analizzati alcuni algoritmi di ottimizzazione, classificazione, ri-
conoscimento di pattern, modellizzazione. .., che traggono diretta ispirazione dalla natura:
genetica (sistemi evolutivi, in particolare algoritmi genetici), fisiologia (reti neurali, modelli
del cervello, sistemi immunitari artificiali, modelli del sistema immunitario), fisica dei mate-
riali (simulated annealing), comportamento di particolari popolazioni (ant computer). Tali
algoritmi hanno un particolare interesse nel trattamento dei problemi di carattere combinato-
rio, e quindi di grande complessita computazionale, per i quali gli algoritmi deterministici di
tipo hill-climbing e anche gli algoritmi di impostazione stocastica in forma classica sembrano
inadeguati. Tra le applicazioni piu recenti vi ¢ in particolare lo studio della struttura tridi-
mensionale delle proteine (protein folding problem), analizzato nel Capitolo 2. Il capitolo si
conclude con un’idea suggestiva: utilizzare la natura come mezzo di calcolo. Una significativa
realizzazione di tale idea ¢ alla base dei DNA computer, che utilizzano il DNA come ‘memoria’
e le biotecnologie come ‘operatori’.

I molteplici problemi considerati nel libro sono inquadrati, per quanto possibile, nel loro
contesto biologico, chimico, fisiologico, nella convinzione che lo studio della realta sia un passo
fondamentale, non solo per la costruzione del modello, ma anche per la sua soluzione e la sua
interpretazione.

Alcune tecniche matematiche di frequente riferimento sono raccolte per comodita nelle
Appendici.

Piu in particolare, I’Appendice A fornisce gli elementi di base della meccanica dei continui;
le Appendici B, C, D sono introduzioni, rispettivamente, alla tecnica dei compartimenti, allo
studio dei fenomeni di diffusione-reazione non lineari e delle reazioni biochimiche; I’ Appendice
E contiene alcuni elementi introduttivi del calcolo delle probabilita e di statistica; ’Appendice F
contiene una introduzione e una panoramica degli algoritmi della Cluster Analysis; I’ Appendice
G tratta il problema, estremamente importante nelle applicazioni, della identificazione dei
parametri nei modelli matematici, e I’Appendice H contiene una introduzione al metodo Monte
Carlo.

Altre applicazioni, piu ‘tradizionali’, quali lo studio delle popolazioni, 1’ ecologia matematica,
i problemi di genetica e 1'utilizzo di modelli stocastici, sono state analizzate nel libro [259], del
quale le presenti note possono essere considerate un completamento.

Un’ampia bibliografia e 'indicazione di numerosi link alla rete Internet possono essere di
aiuto sia ad un approfondimento delle questioni considerate che ad un ampliamento del campo
di applicazioni.

Pavia, settembre 2005 Valeriano Comincioli
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If you do believe that a vital field of science is a rich source of mathematical problems, then the
field of the biosciences is for you. Furthermore, it is the last frontier.
The field of physics will never be completely worked out, but the returns these days seem marginal
compared to the money and manpower expended.
However, the field of biology is so rich and complex that one cannot visualize its being exhausted
any time in the next hundred or two hundred years. ..
Thus the conclusion we reach is that...research in the biomedical domain is the activity for the
young mathematician. He will be delving in areas replete with hundreds of new and fascinating
problems of both interest and importance, where almost no mathematicians have ever set foot
before. .. It is sad to see brilliant young people scrambling after crumbs when banquet tables are
waiting in the mathematical biosciences.
R. Bellman Some Vistas of Modern Mathematics. Univ. of Kentucky Press, Lexington, 1968.

oK o o
Even while recognizing the value of mathematical models, an overemphasis is dangerous. Mathe-
matical models appear to have a particular faddish appeal, especially to some young researchers,
but science is never developed from fads alone. One must not become enamored of mathematical
models; there is no mystique associated with them. Mathematics must be considered as tool rather
than sources of knowledge, tool that is effective but nonetheless dangerous if misused.
A. Okubo Diffusion and Ecological Problems: Mathematical Models, 1980.

e K o oo
It may seem easy to sit down and create mathematical models for anything because (with some
perseverance) the rules of mathematics can be learnt. It is harder to make sure that mathematics
makes sense. And this cannot be learnt, for it is not taught at the university. Mathematical
expressions are in themselves purely imaginary constructs which need the strong cement of some
delicate description-and-interpretation mechanism to make a habitable building. To bridge the gap
between mathematics and experience is a truly hard job.
G. Kampis

ek oo
Roughly speaking, a model is a peculiar blend of fact and fantasy, of truth, half-truth and falsehood.
In some way a model may be reliable, in other ways only helpful and at times and in some respects
throroughly misleading. The fashionable dogma that hypothetical schemes can be tested in their
totality in some absolute sense, is hardly conductive to creative thinking.
It is indeed, just as great a mistake to take the imperfections of our models too seriously as it is to
ignore them altogether. ..
John Skellam The formulation and Interpretation of Mathematical Models of Diffusionary
Processes in Biology, 1973.

ek o oo
Mathematics has always benefited from its involvement with developing sciences. Each successive
interaction revitalises and enhances the field. Biomedical science is clearly the premier science of
the foreseeable future. ...if mathematicians do not become involved in the biosciences they will
simply not be a part of what are likely to be the most important and exciting scientific discoveries
of all time.
Mathematical biology is a fast growing, well recognised, subject and is the most exciting modern
application of mathematics. The increasing use of mathematics in biology is inevitable as biology
becomes more quantitative. The complexity of the biological sciences makes interdisciplinary invol-
vement essential. For the mathematician, biology opens up new and exciting branches while for the
biologist mathematical modelling offers another research tool commensurate with a new powerful
laboratory technique.
James D. Murray Mathematical Biology

ek oo
Simplification in mathematical modeling is both a blessing and a curse. The curse is the partial
loss of predictive power that comes from whatever lack of correspondence there may be between
the model and the real world. The blessing is the insight that comes from the process of pruning
away unnecessary detail and leaving behind only what is essential.
F.C. Hoppensteadt, C.S. Peskin
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Figura 1 ‘flower clock’ introdotto da Carl von Linne (nome latino: Carolus Linnaeus) in Phi-
losophica botanica (1751) e basato sull’osservazione di quando i petali di varie specie di piante
si aprono e si chiudono.





